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* * * 
В результате рассмотрения проблемы визуализации динамических моделей на основе стандартных 

аппаратно-программных средств выявлены основные проблемы, влияющие на эффективность про-
цесса визуализации и сформулированы две базовые подзадачи: организации данных и построения 
кадров. В рамках первой из них была построена каноническая задача, что позволило унифицировать 
процесс построения кадров и сделать его инвариантным относительно практических задач визуали-
зации.  
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УДК 517.977 

Н.С. ПАВЛЕНОК 

ПОСТРОЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО ПОЗИЦИОННОГО РЕШЕНИЯ  
ДЛЯ ЛИНЕЙНОЙ ГИБРИДНОЙ СИСТЕМЫ 

An optimal on-line control problem for linear hybrid (continuous and discrete) system in a class of discrete functions is under 
consideration. The method suggested uses a dynamical version of dual method, which is based on special parameterization of optimal 
programs and fast procedures of its correction. The results are illustrated on numerical examples. 

В научной литературе под гибридными системами понимаются системы, поведение которых опи-
сывается уравнениями различных типов (дифференциальными, рекуррентными, разностными и др.). 
В последнее время гибридным системам стали уделять большое внимание и специалисты по теории 
управления (см. [1, 2] и библиографию в них).  

Цель данной работы – развить для гибридных (дискретно-непрерывных) систем управления с тер-
минальными ограничениями подход к решению проблемы синтеза оптимальных систем, предложен-
ный в [3] для обыкновенных динамических систем, и аппробировать результаты на численном при-
мере.  

1. Постановка задачи. Пусть T=[t*, t*] – промежуток управления, hu = hv/M, hv = (t*–t*)/N, M, N – 
натуральные числа; Tu={t*, t*+hu, …, t*–hu}, Tv={t*, t*+hv, …, t*–hv}; cx∈ ,xnR  cy∈ ,ynR  Hx∈ ,xm nR ×  
Hy∈ ;ym nR ×  g*, g*∈Rm, x0∈ ,xnR  y0∈ ;ynR  u*, u*∈ ,urR  v*, v*∈ vrR  – заданные векторы и матрицы; 
Ax(t)∈ ,x xn nR ×  Axy(t)∈ ,x yn nR ×  Bx(t)∈ ,x un rR ×  t∈T, – кусочно-непрерывные функции; Ayx(s)∈ ,y xn nR ×  
Ay(s)∈ ,y yn nR ×  By(s)∈ ,y vn rR ×  s∈Tv, – матрицы. 
Определение. Функции u(·)=(u(t)∈ ,urR  t∈T), v(·)=(v(s)∈ ,vrR  s∈Tv) назовем дискретными с перио-

дами квантования hu, hv, если  
u(t) = u(s), t∈[s,s+hu[, s∈Tu, 

v(·) определена в моменты s∈Tv. 
Рассмотрим в классе дискретных управляющих воздействий задачу оптимального управления ли-

нейной гибридной системой, математическая модель которой имеет вид: 
J(u,v) = c'x x(t*) + c'y y(t*) → max;                                                     (1) 

x�= Ax(t)x + Axy(t)y + Bx(t)u; y = y(t) = y(s), t∈[s,s+hv[; 
y(s+hv) = Ay(s)y(s) + Ayx(s)x(s) + By(s)v(s);                                                (2) 

x(t*) = x0, y(t*) = y0; g* ≤ Hxx(t*) + Hyy(t*) ≤ g*;                                                (3) 
u(t)∈U = {u∈ urR : u*≤u≤u*}, t∈T; v(s)∈V = {v∈ vrR : v*≤v≤v*}, s∈Tv,                       (4) 
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где x=x(t)∈ xnR  – состояние непрерывной части гибридной системы в момент времени t, y(s)∈ ynR  – 
состояние дискретной части в момент s, u=u(t) – значение управляющего воздействия непрерывной 
части гибридной системы, v(s) – значение управляющего воздействия дискретной части. 

Каждой паре u(·), v(·) и начальным состояниям x0, y0 соответствует единственная траектория 
(x(·)=(x(t), t∈T), y(·)=(y(s), s∈Tv)) системы управления (2).  
Определение. Управляющие воздействия u(·), v(·) назовем программами, если на них выполняются 

условия (4) и соответствующая им траектория системы управления (2) удовлетворяет ограничениям (3).  
Определение. Программы u0(·), v0(·) называются оптимальными, если на траектории (x0(·), y0(·)) вы-

полняется условие 
J(u0, v0) = max J(u, v), 

где максимум вычисляется по всем программам. 
Оптимальные программы формируются до начала процесса управления по априорной информа-

ции и не могут учитывать дополнительную информацию, доступную, как правило, в процессе управ-
ления. Их построение называют программным решением задачи (1) – (4).  

2. Программное решение задачи. Прежде всего задачу (1) – (4) запишем в эквивалентной функ-
циональной форме 
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u(t)∈U, t∈Tu; v(s)∈V, s∈Tv. 
Здесь 
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( )ig∗�  = g*(i) – ψ'(i)(0)x0 – φ'(i)(0)y0; ( )ig∗�  = ( )ig∗  – ψ'(i)(0)x0 – φ'(i)(0)y0, 

где ψc(·) = (ψc(t)∈ xnR , t∈T), ψ(i)(·)= (ψ(i)(t)∈ xnR , t∈T), i∈I, – кусочно-непрерывные функции с возмож-
ными разрывами в моменты t∈Tv, в которые они непрерывны слева; φc(·) = (φc(s)∈ ,ynR  s∈Tv), φ(i)(·) = 
(φ(i)(s)∈ ,ynR  s∈Tv), i∈I, – функции, определенные в моменты s∈Tv. Пара функций ψc(·), φc(·) является 
решением сопряженной системы 

ψ�  = – ψ'Ax(t), t∈]s, s+hv]; ψ'(s) = ψ'(s+0) + φ'(s+hv) Ayx(s),                               (6) 

φ'(s) = φ'(s+hv)Ay(s) + ψ ( ) ( ) ,vs h

xys
t A t dt

+
′ ∫  s∈Tv; 

с начальными условиями 
ψc(t*) = cx, φc(t*) = cy; 

функции ψ(i)(·), φ(i)(·) – решением сопряженной системы (6) с начальными условиями 
ψ(i)(t*) = ( )

x
iH , φ(i)(t*) = ( )

y
iH , i∈I, 

где ( )
x
iH , ( )

y
iH  – i-е строки матриц Hx, Hy, i∈I. 

Сопряженная система имеет единственное решение (ψ(·), φ(·)), которое строится по шагам справа 
налево. Для каждого момента τ∈Tu определим два момента sτ∈Tv: sτ≤τ≤sτ+hv–hu и sτ∈Tv: sτ–hv+hu≤τ≤sτ. 
В случае, когда τ∈Tv, sτ = sτ = τ. При τ ≤ θ ∈ Tu∪ t* на решениях (x(·), y(·)), (ψ(·), φ(·)) прямой и сопря-
женной систем выполняется равенство 

ψ'(θ)x(θ) + [ψ'(sθ) – ψ'(sθ+0)]x(sθ) + [φ'(sθ) – 
θ

θ
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Алгоритм программного решения задачи (1) – (4) описан в [4]. Он представляет собой динамиче-
скую реализацию двойственного метода решения задачи (5), который является итеративным преобра-
зованием опор, начинающимся с произвольной (возможно, пустой) опоры и заканчивающимся или 
построением оптимальной опоры Kоп

0(t*), или обнаружением несовместности ограничений задачи (5). 
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3. Позиционное решение задачи. Определение второго типа (позиционного) решения задачи (1) – 
(4) зависит от информации, которая доступна в процессе управления. Будем считать, что по ходу 
управления будут измеряться состояния x*(t), t∈Tu; y*(s), s∈Tv, физического прототипа гибридной 
системы (2). 

Погрузим задачу (1) – (4) в семейство задач 
c'x x(t*) + c'y y(t*) → max; 

x�= Ax(t)x + Axy(t)y + Bx(t)u, y=y(t)=y(sτ)= zy, t∈[s, s+hv[; x(τ) = zx; 
y(s+hv) = Ay(s)y(s) + Ayx(s)x(s) + By(s)v(s), y(sτ) = zy; g* ≤ Hxx(t*) + Hyy(t*) ≤ g*;             (7) 

u(t)∈U, t∈T(τ) = [τ,t*]; v(s)∈V, s∈Tv(τ) = {sτ, sτ+hv, …, t*–hv}, 
зависящее от момента τ∈Tv и векторов zx∈ ,xnR  zy∈ ,ynR  zy∈ .ynR  В случае τ∈Tv yz = zy. 

Пусть u0(t|τ, zx, zy), t∈T(τ); v0(s|sτ, zx, zy), s∈Tv(τ), – оптимальные программы задачи (7) для позиции 
(τ, zx, zy, zy); Zτ – множество состояний (zx, zy, zy) системы (2), для которых существует программное 
решение задачи (7).  

Функции 
u0(τ, zx, zy)=u0(τ|τ, zx, zy), v0(sτ, zx, zy)=v0(sτ|sτ, zx, zy), (zx, zy, zy)∈Zτ, τ∈Tu,                (8) 

назовем оптимальными обратными связями (позиционным решением) задачи (1) – (4), построение 
(8) – синтезом оптимальной системы в классической постановке. В теории оптимального управления 
эта проблема не решена до сих пор. 

В данной работе используется другой подход к проблеме синтеза оптимальных систем. Он осно-
ван на следующем замечании. Для оптимального управления гибридной системой в конкретном про-
цессе управления не нужно знать оптимальные обратные связи (8) целиком (во всей области их опре-
деления), достаточно иметь их текущие значения вдоль изолированной траектории (x*(·), y*(·)). 

Оптимальные обратные связи (8) введены, следуя классическим правилам, по детерминированной 
математической модели (1) – (4), но предназначены, понятно, для управления ее физическим прото-
типом. Замкнем последний обратными связями (8) и запишем уравнения движения замкнутой систе-
мы в виде 

x�= Ax(t)x + Axy(t)y + Bx(t)u0(t,x,y) + wx, x(t*)=x0;                                            (9) 
y(s+hv) = Ay(s)y(s) + Ayx(s)x(s) + By(s)v0(s,x(s),y(s)) + wy(s), s∈Tv, y(t*)=y0.                   (10) 

Здесь {wx, wy} – неточности математического моделирования и реализации оптимальных обратных 
связей, а также неизвестные возмущения, возникающие по ходу процесса управления. Пару {wx, wy} 
для краткости будем называть возмущением, считая, что при управлении оно реализуется в виде 
неизвестных ограниченных кусочно-непрерывной функции wx(·)=(wx(t)∈ ,xnR  t∈T) и последова-
тельности wy(·)=(wy(s)∈ ,ynR  s∈Tv). 

Под траекторией замкнутой системы (9), (10) понимается решение x(t), t∈T; y(s), s∈Tv, уравнений 
x�= Ax(t)x + Axy(t)y + Bx(t)u(t) + wx(t), x(t*)=x0;                                        (11) 

y(s+hv) = Ay(s)y(s) + Ayx(s)x(s) + By(s)v(s) + wy(s), s∈Tv, y(t*)=y0, 
с дискретными управляющими воздействиями 

u(t) = u0(t, x, y) = u0(t, x(t), y(t)) = u0(τ, x(τ), y(sτ)), t∈[τ, τ+hu[, τ∈Tu;                        (12) 
v(s) = v0(s, x(s), y(s)), s∈Tv. 

Особенность уравнений (11) состоит в том, что в них управляющие воздействия u(t), t∈T; v(s), 
s∈Tv, (12) не задаются заранее, а строятся по функциям (8) в процессе интегрирования по шагам 
уравнений (11) слева направо. Определенное таким образом решение системы (9), (10) существует, 
единственно, продолжимо на T и легко строится для любой функции (8). 

Рассмотрим некоторый конкретный процесс управления, по ходу которого реализуется 
возмущение {wx

*(·), wy
*(·)}. Оно породит в замкнутой системе (9), (10) переходный процесс (x*(·), 

y*(·)), вдоль которого выполняются тождества 
x*(t) ≡ Ax(t)x*(t) + Axy(t)y*(t) + Bx(t)u0(t, x*(t), y*(t)) + wx

*(t), t∈T, 
y*(s+hv) ≡ Ay(s)y*(s) + Ayx(s)x*(s) + By(s)v0(s, x*(s), y*(s)) + wy

*(s), s∈Tv. 
Отсюда видно, что в процессе управления на вход физического объекта подаются управляющие 
воздействия 

u*(t) = u0(t, x*(t), y*(t)), t∈T; v*(s) = v0(s, x*(s), y*(s)), s∈Tv.                               (13) 
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Функции (13) назовем реализациями оптимальных обратных связей (8) в расматриваемом кон-
кретном процессе управления. 

Построение реализаций (13) с помощью заранее (до начала процесса управления) синтезирован-
ных оптимальных обратных связей (8) называется оптимальным управлением (физическим объектом) 
по классическому принципу замкнутого контура, а создание соответствующих систем управления – 
синтезом оптимальных автоматических систем.  

Этот принцип не удается до сих пор реализовать из-за нерешенной проблемы синтеза. В связи с 
этим в данной работе используется другой принцип управления – управление в реальном времени. В 
этом случае оптимальные обратные связи не синтезируются. Вместо этого объект управления замы-
кается с помощью вычислительных, измерительных и исполнительных устройств, которые по ходу 
процесса управления создают в режиме реального времени текущие значения оптимальной обратной 
связи, т. е. формируют текущие значения реализаций (13) до поступления информации о последую-
щих состояниях объекта управления. Следуя [4], устройство, способное осуществить указанную ра-
боту, назовем оптимальным регулятором. Таким образом, проблема синтеза оптимальной системы 
сводится к построению алгоритма работы оптимального регулятора.  

4. Алгоритм работы оптимального регулятора. До начала процесса управления физической 
системой (9), (10) по априорной информации (t*, x0, y0, y0) (в момент t*∈Tv) и математической модели 
(1) – (4) строятся оптимальные программы u0(t|t*, x0, y0), t∈T; v0(s|t*, x0, y0), s∈Tv, и запоминается опти-
мальная опора Kоп

0(t*) и сопровождающая ее информация [4]. 
Процесс управления начинается в момент t* с подачи на объект управляющих воздействий u*(t) = 

=u0(t*|t*, x0, y0), t∈[t*, t*+hu[; v*(t*) = v0(t*|t*, x0, y0). Эти воздействия и реализовавшееся возмущение 
{wx

*(t), t∈[t*,t*+hu[, wy
*(t*)} переведут объект управления в состояние (x*(t*+hu), y* ( )).ut hs ∗ +  

Алгоритм работы оптимального регулятора различается для случаев τ∈Tv и τ∈Tu\Tv. В моменты 
τ∈Tv оптимальный регулятор будет вырабатывать текущие значения реализации оптимальной обрат-
ной связи для обеих (непрерывной и дискретной) частей гибридной системы, в то время как в момен-
ты τ∈Tu\Tv – только для непрерывной части системы. 

Предположим, что оптимальный регулятор проработал на промежутке [t*, τ[, в течение которого 
выработал управляющие воздействия u*(t), t∈[t*, τ[; v*(s), s∈{t*, t*+hv, …, 

uhsτ− }. Эти воздействия вме-

сте с реализовавшимся возмущением {wx
*(t), t∈[t*, τ[; wy

*(s), s∈{t*, t*+hv, …, }}
uhsτ−  переведут объект 

управления в состояние (x*(τ), y*(sτ), y*(sτ)). Это значение в момент τ известно оптимальному регуля-
тору. Наряду с этой информацией оптимальный регулятор в момент τ располагает оптимальной опо-
рой Kоп

0(τ–hu), построенной на промежутке [τ–hu, τ[, и сопровождающей ее информацией. 
После поступления текущего измерения оптимальный регулятор для выработки текущих значений 

u*(τ) = u0(τ, x*(τ), y*(sτ)); v*(τ) = v0(τ, x*(τ), y*(τ)) (только в случае τ∈Tv) реализаций обратной связи осу-
ществляет следующие процедуры:  

1) проверяет, не является ли оптимальная в момент τ–hu опора Kоп
0(τ–hu) оптимальной в текущий 

момент τ;  
2) корректирует начальную опору Kоп(τ) = Kоп

0(τ–hu) до получения оптимальной опоры Kоп
0(τ);  

3) готовит информацию для следующего шага. 
Время s(τ) вычисления значений оптимальных обратных связей в момент τ равно s(τ)=s1(τ)+s2(τ), 

где s1(τ) – время проверки опоры Kоп
0(τ–hu) на оптимальность для текущего момента τ; s2(τ) – время 

преобразования двойственным методом опоры Kоп(τ) = Kоп
0(τ–hu) в оптимальную опору Kоп

0(τ). 
В случае, когда на первой процедуре обнаружено, что опора Kоп

0(τ–hu) не оптимальна для позиции 
(τ, x*(τ), y*(sτ), y*(sτ)) (см. критерий оптимальности опоры в [4]), оптимальный регулятор переходит ко 
второй процедуре, на которой опора Kоп

0(τ–hu) за время s2(τ) корректируется до получения оптималь-
ной опоры Kоп

0(τ) для момента τ. Для этого используется двойственный метод решения задачи (5) с 
начальной опорой Kоп(τ) = Kоп

0(τ–hu). В случае τ∈Tv на объект управления подаются воздействия 
u*(t)= = u0(τ, x*(τ), y*(sτ)) = u0(t|τ, x*(τ), y*(sτ)), t∈[τ, τ+hu[; v*(τ) = v0(τ, x*(τ), y*(τ)) = v0(τ|τ, x*(τ), y*(τ)), 
иначе только u*(t), t∈[τ, τ+hu[, готовится информация для следующего шага. 

Если s(τ)<hu для любого τ∈Tu, то можно говорить, что оптимальный регулятор реализует опти-
мальную обратную связь для задачи (1) – (4) в режиме реального времени. 

5. Пример. В качестве примера рассмотрим задачу, математическая модель которой имеет вид: 
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J(u) = x2(t*) → min; 1x�  = x2, 2x�  = – x1 + y1 + u, y1(s+hv) = y1(s) + hvy2(s), 
y2(s+hv) = – 1,02hvy1(s) + y2(s) + 0,1hvx1(s) + hvv(s), s∈Tv;                            (14) 

x1(0) = x01, x2(0) = x02, y1(0) = y01, y2(0) = y02; x1(t*) = y1(t*) = y2(t*) = 0; 
|u(t)| ≤ Lu, t∈Tu; |v(s)| ≤ Lv, s∈Tv. 

Задача (14) была решена при следующих значениях параметров: t* = 20; hu = 0,02; hv = 0,4; Lu = 1, 
Lv = 1; x01 = 0; x02 = 0; y01 = 1; y02 = 2. 

Оптимальные программы u0(·), v0(·) системы (14) для этого случая представлены на рис. 1. 
Соответствующие (оптимальные) траектории системы изображены на рис. 2. 

Для иллюстрации метода оптимального управления в реальном времени рассмотрим задачу (14), 
считая, что на динамический объект управления действует ограниченное возмущение {wx, wy}, в ре-
зультате чего он описывается уравнениями 

1x�  = x2, 2x�  = – x1 + y1 + u + wx, y1(s + hv) = y1(s) + hvy2(s), 
y2(s+hv) = – 1,02hvy1(s) + y2(s) + 0,1hvx1(s) + hvv(s) + wy(s), s∈Tv. 

Пусть реализующееся в процессе управления возмущение {wx
*(·), wy

*(·)} имеет вид  
wx

*(t) = 0,8sin(3t), t∈[0, 11[; wx
*(t) = 0, t∈[11, 20];                                        (15) 

wy
*(s) = 0,2sin(2s), s∈[0, 11[; wy

*(s) = 0, s∈[11, 20]. 

 

Рис. 1. Оптимальные программы непрерывной (а) и дискретной (б) частей гибридной системы 

 
Рис. 2. Траектория непрерывной части (а) и компоненты траектории дискретной части (б, в) гибридной системы 
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Это возмущение не известно оптимальному регулятору, но в каждый момент τ∈Tu ему известно те-
кущее состояние системы (x*(τ),y*(sτ)). 

На рис. 3 представлены реализации u*(t), t∈T; v*(s), s∈Tv, (сплошная линия и точки) оптимальных 
обратных связей непрерывной и дискретной частей гибридной системы (15) в рассматриваемом про-
цессе управления, а также для сравнения оптимальные программы u0(·), v0(·) (штриховая линия и зна-
ки «×») непрерывной и дискретной частей гибридной системы соответственно. 

Траектория непрерывной части и компоненты траектории дискретной части гибридной системы 
(15), замкнутой оптимальной обратной связью (при wx(t) ≡ 0, t∈T; wy(s) ≡ 0, s∈Tv, (тонкая линия и знаки 
«×»), при действии возмущения wx

*(t), t∈T; wy
*(s), s∈Tv, (жирная линия и точки)) отражены на рис. 4. 
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Рис. 3. Реализации оптимальных обратных связей непрерывной (а) и дискретной (б) части гибридной системы 

 
Рис. 4. Траектория непрерывной части (а) и компоненты траектории дискретной части (б, в) гибридной системы,  

замкнутой оптимальной обратной связью 


