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В данной работе приводится метод решения первой краевой зада-
чи для уравнения параболического типа. Практическое значение ме-
тода заключается в том, что он сводит решение краевой задачи для 
дифференциальных уравнений в частных производных к задаче Коши 
для системы обыкновенных дифференциальных уравнений, при этом 
можно достичь высокий порядок аппроксимации.   

Рассмотрим первую краевую задачу для простейшего однородно-
го уравнения теплопроводности: 
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Систему обыкновенных дифференциальных уравнений будем по-
лучать путем умножения исходного уравнения на некоторые вспомо-
гательные функции с последующим интерполированием и интегриро-
ванием.  

Введем сетку узлов ( )NhNiihxih 1,,0, ====ω . Временную пе-
ременную t считаем непрерывной. Введем вспомогательные кусочно-
линейные непрерывные функции ( )( )xE 3
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Основное свойство функции ( )( )xE 3
i , используемое здесь, отражает 

соотношение: 
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1. Пятислойные схемы 
Для построения пятислойных схем введем вспомогательные не-

прерывные кусочно-линейные функции: 
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где α0, α1 - произвольные параметры. 
Умножим уравнение (1) на введенные функции и проинтегрируем 

no x от 0 до 1. Интегралы в правых частях равенств вычисляются точ-
но. Они выражаются через конечные разности второго и четвертого 
порядков. Для вычисления интегралов в левых частях  применим ин-

терполирование функции 
( )
t

txu

∂
∂ ,

. В зависимости от вида применяе-

мого интерполирования получим разные по порядку точности пяти-
слойные схемы. 

Можно интерполировать по трем или по пяти узлам по формуле 
Ньютона-Стирлинга для внутренних узлов 2N2i −= , . Для повыше-
ния порядка аппроксимации в приграничных узлах необходимо ин-

терполировать функцию  
( )
t
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 специальным образом. 

Так, например, если используется интерполирование по пяти уз-
лам по формуле Ньютона-Стирлинга, то в приграничном узле 1i =  

интерполяционный полином ( )xP  для функции ( ) ( )
t

txu
xy
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:  должен 

удовлетворять условиям: 
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Аналогичные требования для узла 1Ni −= . 

Производные )(),( )()(
N

k
0

k xyxy  мы получаем, используя гранич-
ные условия и дифференциальное уравнение.  

Вычисляя теперь интегралы в левых частях равенств и отбрасывая 
остаток порядка O(h8), получим систему обыкновенных дифференци-
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альных уравнений первого порядка. Дополнив ее начальными услови-
ями, приходим к задаче Коши, которая аппроксимирует исходную 
краевую задачу для уравнения в частных производных:  
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( ) Φ=0U , 

где U − вектор-столбец решения, матрица { } 1N
1jiijqQ −

=
=
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1jiдля0q1jiдля1q2q ijijii >−==−=−= ,, . 

За счет выбора параметров можно еще на два порядка повысить 
точность схемы. 

2. Семислойные схемы 

Семислойные схемы позволяют еще более повысить порядок ап-
проксимации. Вспомогательными функциями в этом случае являются:  
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где α0, α1, α2 - произвольные параметры. 
Проведя аналогичные рассуждения, мы построим семислойные 

схемы с использованием интерполяции по одному, трем, пяти и семи 
узлам. 

Если применяется интерполирование по семи узлам по формуле 
Ньютона-Стирлинга, то в приграничном узле 1i =  интерполяционный 

полином ( )xP  для функции ( ) ( )
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В приграничном узле 2i =  –   
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Аналогичные требования для узлов N1Ni ,−= . 
В итоге приходим к следующей задаче Коши для системы обык-

новенных дифференциальных уравнений, аппроксимирующей исход-
ную краевую задачу для уравнения в частных производных с поряд-
ком O(h12):  
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( ) Φ=0U . 

Если теперь выбирать α0, α1, α2 так, чтобы обнулился главный 
член остатка, то  порядок точности повысится до величины O(h14). 

Для более общего уравнения (1) с коэффициентами, зависящими 
только от временной переменной t, полученные задачи Коши решают-
ся точно, используя возможность применить преобразование неиз-
вестной функции U с помощью собственных векторов матрицы Q. 
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